
Critical Exponent of the 
Anderson Transition using 

Massively Parallel 
Supercomputing

Keith Slevin
Graduate School of Science, Osaka University

Tomi Ohtsuki
Division of Physics, Sophia University



Anderson transition
• Critical disorder 𝑊

• 𝑊 ൏ 𝑊 diffusive 
• 𝑊  𝑊 localised
• 𝑊 ൌ 𝑊 phase transition

• Einstein relation

• Anderson insulator

• Critical phenomena

• Wegner scaling relation

• Universality class
= Symmetry + Dimensionality

• Symmetry
• Time reversal symmetry (TRS)
• Spin rotation symmetry (SRS)
• Particle‐hole symmetry
• Chiral symmetry    2
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3D orthogonal universality class

• Anderson’s model of localisation

• cubic lattice
• |𝑛⟩ orbital localised on site n
• unit nearest neighbour hopping 
(sets unit of energy)

• random orbital energies 𝐸
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Transfer matrix

• Bar divided into layers (labelled by x) 

• Rewrite time independent Schrödinger equation as 
transfer matrix equation
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Transfer matrix method

• Single very long quasi‐1D sample

• Length typically   

xL L L  xL L



Oseledec’s theorem

• Product of transfer matrices

• Following limiting matrix exists

• matrix depends on sequence but eigenvalues do not

• smallest positive Lyapunov exponent
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Transfer Matrix Method

• Assume

• Initial matrix

• Estimates of Lyapunov 
exponents

• Result depends only on 𝐿௫
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Pichard, J. L. and G. Sarma (1981). Journal of Physics C: Solid State Physics 14: L127.  MacKinnon, A. and B. Kramer (1981). Physical Review Letters 47: 1546. 
Slevin, K. and T. Ohtsuki (2014).  New Journal of Physics 16: 015012.



Scaling for quasi‐1D

• Estimates of Lyapunov 
exponents 

• Scaling law
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• Limit  ௫
• For sufficiently long 
sample r.h.s. ∝ 𝐿௫
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Quasi‐1D data
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Slevin, K. and T. Ohtsuki (2014). New Journal of Physics 16: 015012.

(box distributed random potential)

system size
𝐿 ൈ 𝐿 ൈ 10 ∼ 10

data precision
0.1%



Finite size scaling

     
1

1

1 2

1 2

1 2 1 2 ,
1

,
0 0 02

01 10,
i i

i i

n
jj j

c i i j j i i j

mn

j jj
w W W u w L y F u wF wa b     

    

          

Lൌ4

irrelevant 
correction non‐linearity

(Cauchy distributed random potential)

Huckestein, B. (1994). Physical Review Letters 72: 1080.  Slevin, K. and T. Ohtsuki (1999). Physical Review Letters 82: 382.
Slevin, K. and T. Ohtsuki (2014). New Journal of Physics 16: 015012.
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Finite size scaling

Monte Carlo simulation of 
synthetic datasets

Goodness of fit 
probability

Stability 
of fit



Goodness of fit probability

N = number of data
M = number of parameters
Degrees of freedom

Goodness of fit probability

Or directly from histogram
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Parallelization

• Single very long quasi‐1D sample
• serial – runs on one node

• Average over ensemble of cubes
• parallel – distribute over nodes using MPI



Scaling for cubes

• Scaling law

• For cubes
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K. Slevin and T. Ohtsuki, Journal of the Physical Society of Japan 87, 094703 (2018) (arXiv:1805.11781)



Stationary distribution

• 𝑄 random matrix sampled from 
a distribution that is stationary 
under transfer matrix 
multiplication

• For such a distribution
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Stationary distribution

• How to generate such matrices?
• repeat several times

• use Kolmogorov‐Smirnof test to check stationarity
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K. Slevin and T. Ohtsuki, Journal of the Physical Society of Japan 87, 094703 (2018) (arXiv:1805.11781)



-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

 

 

N

Dependence on initial matrix!

𝑄= unit matrix
𝑄 sampled from 
stationary distribution
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Finite size scaling
Energy 𝐸 ൌ 0 System size 𝐿 ൈ 𝐿 ൈ 𝐿  𝐿 ൌ 12, 16, 24, 32, 48, 64

 Disorder 𝑊 ∈ 15.6,17.5 Ensemble size 589824 Precision 0.07%  0.11%
No irrelevant variable is needed
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Corrections to scaling not needed

Slevin, K. and T. Ohtsuki (2014). New Journal of Physics 16: 015012.
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FSS results

K. Slevin and T. Ohtsuki, Journal of the Physical Society of Japan 87, 094703 (2018) (arXiv:1805.11781)

Goodness of fit 
probability

Stability 
of fit

Monte Carlo simulation of 
synthetic datasets

95% confidence 
intervals

𝜈 ൌ 1.573 േ .0055  𝜈 ൌ 1.572 േ .003



Computation

• System B of Supercomputer  Center, ISSP, University 
of Tokyo 

• 288 MPI processes (144 nodes each with 2 CPUs). 
• Each process used 12 cores (OpenMP)
• Parallel random number streams (MT2203 of Intel MKL)

• Computation time about 900 hours 
• mostly for L=64

• Computation time scales as  

• 𝐿 ൌ 24 → 𝐿 ൌ 64
• ൎ 1000 times the total time of our 2014 calculation



Anderson Transition in 3D
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Quantum Hall Effect



QHE Finite Size Scaling
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QHE Curvature vs N
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Summary

• Parallel version of the transfer matrix method
• full use of MPI
• sample initial matrix from stationary distribution 
• system size increased from 𝐿 ൌ 24 → 𝐿 ൌ 64
• 𝜈 ൌ 1.573 േ .0055  𝜈 ൌ 1.572 േ .003

• We used cubes
• not optimal: precision of data depends on total number of 
transfer matrix multiplications

• short systems better suited to generation of correlated 
random potentials (QHE, cold atoms,…)
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